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Distribucion uniforme discreta ejemplos resueltos

A continuacién se estudia la distribucién uniforme continua como la extension natural de la distribuciéon uniforme discreta, es decir, aquella que toma con igual probabilidad valores dentro de dos conjuntos cualesquiera de igual amplitud e incluidos en el intervalo de valores posibles de la variable. La variable sigue una distribucién uniforme o
rectangular en el intervalo , , cuando su funcién de densidad viene dada de la siguiente forma: Su representacion grafica justifica el nombre de rectangular (figura ). Figura: Distribucion uniforme. Sus caracteristicas mas importantes son: Autor: Grupo de Investigacién TeLoYDisRenWWW: 84-9828-058-3 Vamos a ir publicando en este posteo muchos
ejercicios resueltos de distribucién exponencial. La distribucién exponencial es para una variable aleatoria continua \(x\geq 0\), que tiene la siguiente funcién de densidad: \[{f {exp}}\left( x \right) = \beta .{e”™{ - \frac{x} {\beta } } }\] si se usa \(\beta\) como parametro. O bien: \[{f {exp}}\left( x \right) = \frac{1}{\lambda }.{e"{ - \lambda x} }\] si se
usa \(\lambda\) como parédmetro. En esta publicacién vamos a resolver ejercicios. Pero en otro posteo vamos a ver explicaciones més detalladas sobre esta distribucién. {Empecemos ! (Cualquier duda podés dejarla en los comentarios, o escribirme por ac4) EJERCICIOS DE DISTRIBUCION EXPONENCIAL El tiempo de revisién del motor de un avién
sigue una distribucién exponencial con media \(22\) minutos. a) Encontrar la probabilidad de que el tiempo de revision sea menor a \(10\) minutos. b) ¢Cudl es el tiempo de revisién de un motor superado por el \(10\% \) de los tiempos de revisiéon? c) El costo de revision es de \(200\) unidades monetarias fijas al que se le suma \(10\) unidades
monetarias por el tiempo que dure la revision. Encontrar la media y la varianza del costo. Resolucion del ejercicio 1 Definamos bien la variable y su distribucién. Definicién de la variable: \(X\): el tiempo de revisiéon del motor de un avién La distribucién de la variable \(X\) es: \[X \sim Exponencial\left( {\beta = 22} \right)\] Entonces podemos escribir su
funcién de densidad de probabilidad \[{f {exp} }\left( x \right) = \frac{1}{{22}}{e™{ - \frac{x}{{22}}}}\\;\L\;\;\;x \ge O\] Y también su funcién de distribucién: \[F\left( x \right) = \,\left\{ {\begin{array}{*{20}{c}}{OLLLLLLLLLLLGLLLLsIGLLLLLLLx < OFW{1 - {e™{ - \frac{x}{{22}}} ;L\ \u\ssiv i\ \;x \ge OY\end{array} } \right.\] La gréfica de la
funcién de distribucién es (podés moverte en la grafica arrastrando con el cursor): A continuacién graficamos la funcién de densidad. Con SHIFT y botén IZQUIERDO del mouse se puede mover el grafico para reposicionarlo. Es posible mover el punto sobre el eje horizontal y ver dindmicamente el 4rea acumulada a la izquierda del punto: item a
Queremos averiguar la probabilidad de que el tiempo de revision sea menor a 10 minutos. Y conocemos la funcién de distribuciéon de la variable. Asi que basta con reemplazar por \(x = 10\) en la funcién de distribucion. \[P\left( {x < 10} \right) = F\left( {10} \right) = 1 - {e™{ - \frac{{10}}{{22}}}} = 0,3652\] También se podria calcular (mediante
integrales) el 4rea comprendida entre \(x = 0\) y \(x = 10\). (O usando software cémo el applet que estd mas arriba que calcula el 4rea acumulada a la izquierda). item b Buscamos aquel valor de la variable que acumula a su derecha una probabilidad de \(0,1\). Equivalentemente podemos decir que ese valor de variable acumula a su izquierda una
probabilidad de \(0,9\). Podriamos llamar \({x_{0,9}}\) a ese valor. Aplicando logaritmos logramos despejar \({x_{0,9}}\) : \[ \Rightarrow \;\;F\left( {{x _{0,9}}} \right) = 1 - {e™{ - \frac{{{x {0,9}}}}{{22}}}} = 0,9\] \[ \Rightarrow {e”~{ - \frac{{{x {0,9}}}}{{22}}}} = 0,1 \Rightarrow - \frac{{{x {0,9}}}}{{22}} = \In \left( {0,1} \right)\] \[
\Rightarrow {x {0,9}} = - 22.\In \left( {0,1} \right) = 50,65\] item c Si simbolizamos con \(C\) al costo de reparacién y \(X\) es el tiempo de reparacion... entonces: \[C = 200 + 10X\] \[E\left( C \right) = E\left( {200 + 10X} \right)\] Usando propiedades de esperanza: \[E\left( C \right) = 200 + 10E\left( X \right)\] Sabemos que \(E\left( X \right) = 22\)
entonces: \[E\left( C \right) = 200 + 10\left( {22} \right) = 420\] La esperanza del costo es de 420 unidades monetarias. \[V\left( C \right) = Wleft( {200 + 10X} \right)\] Usando propiedades de la varianza: \[Wleft( C \right) = {1072}.Wleft( X \right)\] \[Wleft( C \right) = {100.22"2} = 48400\] El tiempo de vida de una lampara especial sigue una
distribucién exponencial con media 100 hs. a) ¢Cudl es la probabilidad de que una ldmpara dure por lo menos 30 horas? b) Si una lampara ya lleva 50 horas de uso, ¢cudl es la probabilidad de que dure més de 80 horas? c) Se seleccionan cinco ldmparas, ¢Cudl es el nimero esperado de lamparas que duran por lo menos 30 hs (considerando las 5)?
Resolucién del ejercicio 2 item a \(X\): tiempo de vida de una ldmpara especial. Sabemos que la esperanza de una variable exponencial es \(E\left( X \right) = 1/\lambda \). Cémo la esperanza es 100, entonces \(\lambda = 1/100\). Entonces la distribucion es: \[X \sim Exponencial\left( {\lambda = \frac{1}{{100}}} \right)\] \[P\left( {X > 30} \right) = 1
- P\left( {X \le 30} \right) = 1 - \left( {1 - {e~{ - \frac{{30}}{{100}}}}} \right) = {e”~{ - \frac{{30}}{{100}}}} = 0,7408\] Item b \[P\left( {X > 80|X > 50} \right)\] Por la propiedad de falta de memoria esta propiedad es igual a: \[P\left( {X > 30} \right) = 0,7408\] Probabilidad que ya habiamos calculado en el item a. Item c \[Y \sim Binomial\left(
{n = 5,p = 0,7408} \right)\] \[E\left( Y \right) = 5.0,7408 = 3,704\] La duracién de un cierto modelo de bateria tiene una distribucién exponencial. Se sabe que la media es de 5000 horas. El fabricante de las baterias debe informar cual es la duracién de esas baterias. ¢Qué duracién debe informar si quiere que la probabilidad de que una bateria
concreta viva mas que esa duracion informada sea del 90%? Resolucion del ejercicio 3 Definamos con claridad la variable de distribucion exponencial: \(X:\) duracién en horas de una bateria de cierto modelo del fabricante Recordemos que en una distribucion exponencial la esperanza matematica (la media) coincide con el parametro \(\beta \) de la
distribucién: \[E\left( X \right) = \beta = 5000\] O si se usa el parametro \(\lambda \;\) se obtiene: \[E\left( X \right) = \frac{1}{\lambda } = 5000 \Rightarrow \lambda = \frac{1}{{5000} }\] Es decir que: Conocemos la distribucién: exponencial Conocemos el parametro de la distribucién: \(\beta = 5000\) o bien \(\lambda = \frac{1}{{5000}}\).\[T
\sim Exp\left( {\beta = 5000} \right)\] Entonces ya podemos escribir la funcién de densidad de la variable exponencial: \[{f {exp} }left( t \right) = \left\{ {\begin{array}{*{20}{c}}{0\\;\;\;\;si\;t < 0}\\{\frac{1}{{5000}}{e~{ - \frac{t}{{5000} } } }\;\;\;si\;\;\;t \ge O}\end{array}} \right.\] Y también la funcién de distribucién: \[{F_{exp} }\left( t \right)
= \left\{ {\begin{array}{*{20}{c}}{0\;\;\;si\\;x < OY\\{1 - {e™{ - \frac{t}{{5000}} } \;\;\;\;\;si\;\;\;\;t \ge O}\end{array}} \right.\] La pregunta que tenemos que responder es: (Qué duracion informar, para que la duracién real supere a esa duracion informada un 90% de las veces? La funcién de densidad es: Buscamos una duracién “baja”, para que el
drea a la derecha de esa duracion sea de 0,9: Podemos llamar \({t_{0,1}}\) a esa duracién que buscamos (ya que deja 0,1 de &rea a izquierda). \[{t_{0,1}}{\rm{\;\;} } |{\rm{\;\;\; } }P\left( {T \le {t {0,1}}} \right) = 0,1\] Es decir: \[F\left( {{t 0}} \right) = 0,1\] Usando la funcién de distribucion: \[1 - {{\rm{e}}~{ - \frac{{{t {0,1}}}}{{5000}}}} =
0,1\] \[ \Rightarrow {{\rm{e}}"~{ - \frac{{{t {0,1}}}}{{5000}}}} = 0,9\] Aplicamos logaritmo natural a cada miembro: \[ \Rightarrow - \frac{{{t {0,1}}}}{{5000}} = \In \left( {0,9} \right) {\rm{\;} }\]1 \[ \Rightarrow {t {0,1}} = - 5000.\In \left( {0,9} \right)\] \[ \Rightarrow {{\rm{t}} {0,1}} \cong 526,8\] El fabricante debe informar que las
baterias duran \(526,8\) horas, si quiere que la probabilidad de que una bateria en particular supere esa duracién sea del \(90\%\). Page 2 Page 3 Page 4 Page 5 Page 6 Page 7 Page 8 Page 9 Page 10 Page 11 Page 12 1 1 Representan el comportamiento teérico de diferentes fenémenos aleatorios que aparecen en el mundo real El esquema que vamos
a seguir en su explicacion es: ° Descripcion del fendmeno que genera la variable aleatoria de cada modelo de probabilidad ° Determinacién de su funcién de probabilidad: f(x) y F(x) ¢ Estudio de las caracteristicas basicas: media y varianza Los modelos se definen en funcién de unos parametros propios que lo identifican, los cuales deben ser
conocidos para que puedan utilizarse 2 2 Variables Aleatorias Discretas 3 DISTRIBUCION UNIFORME DISCRETA: X se distribuye cono una Distribucién uniforme discreta, cuando la probabilidad de todos sus valores es la misma. Funcién de cuantia: 4 f x( )= 0 sixxi i=1,2,...,.k 1 k si x=xii=1,2,..k11i1i 5 DISTRIBUCION BINOMIAL: Una Variable
Aleatoria X sigue una distribucién binomial si se define a la misma como el niumero de éxitos obtenidos al realizar n veces un experimento de Bernouilli. Funcién de cuantia: Funcién de distribucién: Media: Varianza: 9 X~Bn, p()fx()=PX=x()=nx®eec¢0g +pxqnxsix=xi0sixxii{iifiFX()=PX£x)=fi()=ifxdnie & ¢ 6o +piqn-ifx
dx=np x2 =npq La probabilidad de que un alumno que empieza sus estudios acabe su carrera es del 30%. Si en un curso se encuentran 10 alumnos, ¢(cual es la probabilidad de que acaben 2? X = n® de alumnos que acaban la carrera n = 10 p=0.3 X=2 x=~B(10, 0.3) P(X=2) = 10nxe®ee¢60 +pxqn-x =102 e¢ 606 +0,32-0, 78 =0, 23356
DISTRIBUCION DE POISSON: Caso particular de la Distribucién Binomial aplicable cuando el célculo resulta engorroso (media muy pequefia con relacién al nimero de pruebas) ”Distribucion de los sucesos raros”. En la préctica la utilizamos para aproximar las probabilidades binomiales cuando: p = 0,1 y A = np < 5 Al igual que la ley Binomial
cumple los requisitos de Bernoulli. Funcién de cuantia: Funcién de distribucién: Media: Varianza: 11 X~P1()fx()=PX=x()=ellxx!lconl=nxpFx()=PX=r()rfxd=ellrrirfxadx =1 x 2 =1 La probabilidad de obtener una pieza defectuosa en un proceso de fabricacién es 0,001. Si tenemos un lote de 2000 piezas, ;cuél es la probabilidad
de obtener 3 piezas defectuosas? X = N2 piezas defectuosas obtenidas n = 2000 P = 0,001 X=B(2000, 0,001), pero al ser n‘p=2 ° Puntos de inflexion en X = (-) y X = (+) o Larecta Y = 0 es asintota f(x) 22 X~N ,2()fx()=1 2pe-12x- ®eec¢cb6@+2"x 12p limx®-¥f(x) =1limx®+¥f(x) =012 23 DISTRIBUCION NORMAL GENERAL: se
comprueba que, en toda distribucion normal, en el intervalo: * n*+ o se encuentra el 68,3% de la distribucién * p+ 20 se encuentra el 95,5% de la distribuciéon ¢ u+ 30 se encuentra el 99,7% de la distribucién Funcidén de distribucién: Dificil de manejar Hay que tipificar la variable normal. De esta forma se pueden obtener los valores a través de las
tablas de la Normal estandar. Tipificar: Pasar de a Pues se cumple que: También podemos pasardea 24 Fx() =fx()dx=-¥x01 2pe-12x- ®e¢06o+2dx-¥x0"x Z=X- ~NO,I()X~N,2()FX)=FZ=X- a#ec¢o60+;"X Z~NO0,1()X=Z+ ~N, 2() 15 El contenido de un bote de cerveza se distribuye normalmente con media 30 cl. y
desviacidn tipica 2 cl. a) ¢Cudl es la probabilidad de que un bote determinado tenga mas de 33 cl.? b) En un envase de 6 botes, ¢cual es la probabilidad de que el contenido liquido total sea inferior a un litro y tres cuartos? X = contenido en cl. de un bote de cerveza X=N(30, 2) a) P(X>33) = P(Z>1,5) = 0,0668 b) Y = contenido en cl. de 6 botes de
cerveza Y = Y=N(6-30,) Y=N(180,) 29 6-22 24 P(X 30, se puede realizar la aproximacion a la distribucién normal de media y varianza 3. En el caso de una variable aleatoria distribuida como una Poisson, donde , se puede realizar la aproximacién a la distribucién normal de media y varianza 32 Nnx a+b 2 ; nx (b-a)2 12 & & ¢ 6 o = N(np; npq) 1 >10
N1, 1() /) UNIVERSIDAD DE LAS PALMAS DE GRAN CANARIA Departamento de Métodos Cuantitativos en la Economia y la Gestion Aproximacion de Binomial a Normal 0.2.4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 Ejemplo grafico de aproximacion de una distribucion binomial mediante una normal. Como se aprecia, la exactitud de la aproximacion aumenta
conforme se incrementa el ndmero de experimentos (n). Aproximacion de Poisson a Normal 0.4 TTT 0.3F 7 0.2 57]0.1fF N 0.0 05101520 17
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